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Bestimmung einer Punktwahrscheinlichkeit: P(X = k)
51,4 % aller Neugeborenen sind Knaben. Eine Familie hat sechs Kinder. Wie groR} ist die
Wahrscheinlichkeit, dass es genau drei Knaben und drei Madchen sind?

Bestimmung einer linksseitigen Intervallwahrscheinlichkeit: P(X<k)

Ein Tetraederwurfel tragt die Zahlen 1 bis 4. Wird er geworfen, so zahlt die unten liegende
Zahl. Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, beim fuUnffachen Werfen des Wirfels
hochstens zweimal die Zahl 2 zu werfen?

Bestimmung einer rechtsseitigen Intervallwahrscheinlichkeit: P(X2k)
Ein Biathlet trifft die Scheibe mit einer Wahrscheinlichkeit von 80 %. Er gibt insgesamt zehn
Schusse ab. Mit welcher Wahrscheinlichkeit trifft er mindestens achtmal?

Bestimmung einer Intervallwahrscheinlichkeit: P(k < X <m)
Aus einer Urne mit zehn roten und funf weil3en Kugeln werden acht Kugeln mit Zuricklegen
entnommen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit zieht man vier bis sechs rote Kugeln?

Anwendung der Formel fur das Gegenereignis: P(X > k) =1 - P(X< k)

Wirft man einen ReilRnagel, so kommt er in 60% der Falle in Kopflage und in 40 % der
Falle in Seitenlage zur Ruhe. Jemand wirft zehn dieser Rei3nagel. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit erzielt er mehr als dreimal die Seitenlage?

Bestimmung einer Mindestanzahl von Versuchen
Wie oft muss ein Wurfel mindestens geworfen werden, wenn mit einer Wahrscheinlichkeit
von mindestens 90 % mindestens eine Sechs fallen soll?

Nach Angaben der Post erreichen 90 % aller Inlandbriefe den Empfanger am nachsten Tag.
Johanna verschickt acht Einladungen zu ihrem Geburtstag. Mit welcher Wahrscheinlichkeit

a) sind alle Briefe am nachsten Tag zugestellt?

b) sind mindestens sechs Briefe am nachsten Tag zugestellt?

Max gewinnt mit der Wahrscheinlichkeit p = % beim Squash gegen Karl.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit gewinnt Max genau sechs von zehn Spielen?
b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit gewinnt er mindestens sechs von zehn Spielen?

c) Wie viele Spiele sind mindestens erforderlich, wenn die Wahrscheinlichkeit dafur,
dass Karl mindestens ein Spiel gewinnt, mindestens 99 % betragen soll?
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=6

2 . 10) (2" (1Y’
8) n=10 k=6 p=g(Maxgewmnt) P(X=6)= s 113) 13 ~0,2276



M 1 3 Binomialverteilungen 08.05.2008

1)

Berechnen Sie Erwartungswert, Varianz und Standardabweichung der Trefferzahl X in
einer Bernoullikette mit den Parametern n und p.

a) n=12,p=0,4

b) n=125,p=0,2

c) n=37400, p =0,95.

Pollen kdnnen Heuschnupfen auslosen. Ein Nasenspray wirkt in 70 % aller
Anwendungsfalle lindernd. 20 Patienten nehmen das Mittel gegen ihre Beschwerden ein.

a) Bei wie vielen Patienten ist eine Linderung zu erwarten?

b) Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, dass exakt bei dieser erwarteten Anzahl unter
den 20 Patienten das Mittel hilft?

Von einer binomialverteilten Zufallsgrof3e sind der Erwartungswert u und die
Standardabweichung g bekannt. Berechnen Sie die Parameter n und p der Verteilung,
a) u=5,g=2

b) y=225,9g=7,5

c) u=72,a=12- V2

Ein Autohersteller bestellt Scheinwerferlampen fur sein Standardmodell, das schon langer
hergestellt wird. Erfahrungsgemal sind 4 % der Lampen fehlerhaft.

a) Wie viele fehlerhafte Lampen sind in einer Lieferung von 5000 Lampen zu erwarten?
Geben Sie die Standardabweichung an.

b) Der Autohersteller bendtigt im Mittel mindestens 6000 fehlerfreie Lampen. Wie viele
Lampen soll er bestellen?

In einer Urne befinden sich 4 rote, 6 gelbe und 10 blaue Kugeln. Es werden n Kugeln mit
Zurucklegen gezogen. Die Zufallsgrofde X beschreibt die Anzahl der roten Kugeln und die
ZufallsgrofRe Y die Anzahl der gelben Kugeln unter den gezogenen Kugeln.

a) Sein=8.
Skizzieren Sie die zugehdrige Binomialverteilung der ZufallsgroRe X. Berechnen Sie
den Erwartungswert und die Standardabweichung von X. Mit welcher
Wabhrscheinlichkeit Uberschreitet der tatsachliche Wert von X den Erwartungswert
E(X)?

b) Wie viele Kugeln mussen mindestens gezogen werden, damit der Erwartungswert der
ZufallsgrolRe Y grolRer als 5 ist? Wie grof ist in diesem Fall die Varianz von Y?

c) Wie viele Kugeln missen mindestens gezogen werden, damit der Erwartungswert von
X mindestens gleich | ist?

d) Wie viele Kugeln missen mindestens gezogen werden, wenn mit mindestens 90 %
Wahrscheinlichkeit mindestens eine rote Kugel gezogen werden soll?
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n=20; p=40,7
X: Anzahl der Patienten, bei denen das Nasenspray lindernd wirkt
EX)=np=14

p(x:14)=(f2)-0,71“+0,3'5r-s0,1916

:5:[‘]-

n P - V(X)zl_Pz% = p=1, n=25
V(X)=4=n-p-(l-p) g ‘
=225 B N B
V{X}=56,25}:> 1-p=0,25 = p=0,75, n=300
p="72

= 1-p=04 = p=0,6, n=12

V(X)=2,88 :

n=5000; p=0,04; E(X)=200; V(X)=192; a(X}=13,86

Der Stichprobenumfang n ist zu bestimmen, p = 0,96 (Lampe funktioniert).
Ansatz: n.pz6000 < n>6250

Es sollten mindestens 6250 Lampen bestelit werden.

n=8; p=1; B(X)=%;, v(0)=128; o=11I3

P(X 22)=1-(P(X=0)+P(X =1))=1 —((g)8 +(f),-;--(g)? )~ 0,4967

p=03; n0,3>5 < n>16,67

Es miissen mindestens 17 Kugeln gezogen werden.
Mitn=17: V(X)=17.0,3.0,7=3,57

p=02; n0,2>1 < n=25

Es miissen mindestens 5 Kugeln gezogen werden.

-

P(keine rote Kugel bei n gezogenen) = (-‘fj‘-)n

P(mindestens eine rote Kugel unter n gezogenen) = — 0,8

1-0,8">0,9 < 0,8"<0,1, nzll'l-‘?imw,zz
n(.2

Es sind mindestens 11 Kugeln zu ziehen.
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Alternativtest: Die Entscheidung zwischen zwei alternativen Hypothesen

Berechnung der Irrtumswahrscheinlichkeiten bei gegebener kritischer Zahl.

1) Ein Spieler besitzt gefalschte Minzen, bei welchen die Wahrscheinlichkeit p fur Kopf
auf 20% erniedrigt ist. Dem Spieler ist entfallen. ob die Munze in seiner Hosentasche
fair oder gefalscht ist, und er testet sie daher durch 12 Probewdurfe. Fallt dabei mehr als
viermal Kopf, so stuft er die Munze als fair ein, andernfalls als gefalscht. Wie grof3 sind
die Irrtumswahrscheinlichkeiten?

2) Ein Gartner ubernimmt einen Posten von grof3en Behaltern mit Blumensamen. Der
Inhalt einiger Behalter ist zu 70% keimfahig, der Inhalt der restlichen jedoch nur zu
40%. Es ist aber nicht bekannt, um welche Behalter es sich jeweils handelt. Um dies
festzustellen, wird jedem Behalter eine Stichprobe von 10 Samen entnommen und
einem Keimversuch unterzogen. Geht mehr als die Halfte der Samen an, wird dem
Samen im entsprechenden Behalter eine Keimfahigkeit von 70% zugeordnet,
andernfalls nur eine von 40%. Welche Irrtumer konnen auftreten, welche
Konsequenzen haben diese Irrtimer und wie grof3 sind die
Irrtumswahrscheinlichkeiten?

Berechnung der kritischen Zahl bei gegebener Irrtumswahrscheinlichkeit

3) Wie muss im Beispiel, bei sonst gleichen Voraussetzungen, das
Entscheidungsverfahren abgeandert werden, damit eine faire Munze mit nicht mehr als
10% Wahrscheinlichkeit irrtumlich als gefalscht eingestuft wird?

4) Der Gartner aus Aufgabe 2 strebt an, dass einem Behalter mit Samen niedriger
Keimfahigkeit (40%) mit nur geringer Wahrscheinlichkeit a irrtimlich eine hohe
Keimfahigkeit(70%) zugesprochen wird. Wie muss er seine Entscheidungsregel
abandern, damit as5% gilt?

Welche Wahrscheinlichkeit ergibt sich nun fur die irrtimliche Zuordnung einer
niedrigen Keimfahigkeit zu einem Behalter mit tatsachlich hoher Keimfahigkeit? Ist das
Testverfahren brauchbar?
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Ein Spieler besitzt gefalschie Miinzen, bei welchen die Wahrscheinlichkeit p fir Kopf auf 20% erniedrigt
/st. Dem Spieler ist entfallen. ob die Mtinze in seiner Hosentasche fair oder gefélscht ist, und er testet sie
daher durch 12 Probewdirfe. Féllt dabei mehr als viermal Kopf, so stuft er die Miinze als fair ein,
andernfalls als gefalscht. Wie grol3 sind die Irrfumswahrscheinlichkeiten?

Als alternative Hypothesen legen wir fest:

Ho : Die Miinze ist fair. Ho:p=05

H1 : Die Minze ist gefalscht. Hi:p=0,2
Dabei ist p die Wahrscheinlichkeit, mit der die Miinze Kopf liefert.

Als PrifgroRe X wahlen wir die Anzahl der Kopfwiirfe bei 12 Probewdirfen. Die Entscheidungsregel lautet:
X> 4 = Entscheidung fir Ho
X <4 = Entscheidung fir H;

X ist exakt binomialverteilt. Die Parameter sind
n =10 und p = 0,5 falls Hy gilt, bzw.
n=10und p = 0,2, falls H, gilt.

Faire Minze wird als gefélscht eingestuft:
P(Fehler 1.Art)
= P, (Entscheidung fUr Hy )
=P(X<4),n=12,p =05
=F(12;0,5;4) ~0,1938
=19,38%

Gefélschte Miinze wird als fair eingestuft:
P(Fehler 2. Art)
= Py (Entscheidung fur Hy)
=P(X>4),n=12, p=0,2
=1-F(12;0,2;4)
~1-0,9274
=0,0726
=7,26%

Ein Gartner lbernimmt einen Posten von grol3en Behéltern mit Blumensamen. Der Inhalt einiger
Behdilter ist zu 70% keimfiéahig, der Inhalt der restlichen jedoch nur zu 40%. Es ist aber nicht bekannt, um
welche Behadlter es sich jeweils handelf. Um dlies festzustellen, wird jedem Behélter eine Stichprobe von
10 Samen entnommen und einem Keimversuch unterzogen. Geht mehr als die Halfte der Samen an,
wird dem Samen im entsprechenden Behélfer eine Keimiahigkeit von 70% zugeordnet, andernfalls nur
eine von 40%. Welche Irrtiimer kénnen auftreten, welche Konsequenzen haben diese Irrtiimer und wie
grol3 sind die Irrtumswahrscheinlichkeiten?

X=Anzahl der keimfahigen Samen in der Stichprobe
p=Anteil der keimfahigen Samen im gepruften Behalter

Hypothesen Entscheidungsregel
H,:p=0,4 X<5 = Entscheidung fir H,
H4:p=0,7 X>5 = Entscheidung fiir H,
Eehler 1. Art Fehler 2. Art
a=Py,(Entscheidung fir Hy) B=Py:(Entscheidung fiir H,)
=P(X>5), n=10, p=0,4 =P(X<5), n=10, p=0,7
=1-F(10;0,4;5) =F(10;0,7;5)

=0,1662 =0,1503

=16,6% =15,03%
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3) Wie muss im Beispiel 1 bei sonst gleichen Voraussetzungen, das Entscheidungsverfahren abgeédndert
werden, damit eine faire Miinze mit nicht mehr als 10% Wahrscheinlichkeit irrtdimlich als gefélscht

eingestuft wird?

X=Anzahl der Kopfwirfe bei 12 Probewlirfen
p=Anteil der Kopfwiirfe

Hypothesen

Ho: Die Miinze ist fair

H,: Die Miinze ist gefalscht

Fehler 1. Art
a=Pyy(Entscheidung fir H1)<0,1
= F(12;0,5;K)=<0,1

aus der Tabelle wird entnommen
F(12;0,5;3)=0,073
F(12;0,5;4)=0,1938

daraus folgt, das K=3 geeignet ist.

Entscheidungsregel
X>K = Entscheidung fir H,
X<K = Entscheidung fir H;

Eehler 2. Art
B=Py4(Entscheidung fir H,)
=PH1(X>3)

=1-F(12;0,2;3)

=1-0,7946

=0,2054

=20,54%

Der Fehler 2.Art steigt dabei jedoch auf 20,24% an.

4) Der Gartner aus Aufgabe 2 strebt an, dass einem Behélter mit Samen niedriger Keimféhigkeit (40%) mit
nur geringer Wahrscheinlichkeit a irrtiimlich eine hohe Keimiféhigkeit(70%) zugesprochen wird. Wie
muss er seine Entscheidungsregel abdndern, damit as56% gilt?

Welche Wahrscheinlichkeit ergibt sich nun fir die irrtdmliche Zuordnung einer niedrigen Keimféhigkeit zu
einem Behélter mit tatséchlich hoher Keimfahigkeit? Ist das Testverfahren brauchbar?

X=Anzahl der keimfahigen Samen in der Stichprobe

p=Anteil der keimfahigen Samen im gepruften Behalter

Hypothesen
Ho:p=0,4
H4:p=0,7

Fehler 1. Art
a=Py,(Entscheidung fur H,)<0,05
— P(X>K)<0,05 , n=10, p=0,4

— 1-F(10:0,4:K)<0,05

— F(10:0,4:K)20,95

aus der Tabelle entnimmt man, dass die
Bedingung fur K=7 erfillt ist

Entscheidungsregel
X<K = Entscheidung fir H,
X>K = Entscheidung fir H,

Neue Entscheidungsregel
K=<7 = Entscheidung fir H,
K>7 = Entscheidung fir H;
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Signifikanztest: Eine Vermutung Uber einen Wert von p wird durch den Test bestatigt
oder widerlegt.

Beispiel 1: Signifikanzniveau berechnen (k gegeben, Fehler 1. Art gesucht)
Ein Pharma-Hersteller hat ein neues Medikament gegen Schlaflosigkeit entwickelt. Das beste bereits
auf dem Markt eingefiihrte Medikament mit vergleichbar geringen Nebenwirkungen zeigt in 50% der
Anwendungsfalle eine ausreichende Wirkung. Erste Anwendungen lassen die Forscher die
Hypothese aufstellen, dass das neue Medikament in einem noch groReren Anteil der
Anwendungsfalle ausreichend wirkt. Dies soll in einer Studie an 50 Patienten Uberprift werden. Die
Forscher sind vorsichtig und legen fest, dass die Hypothese nur dann angenommen werden soll,
wenn das Medikament bei mehr als 30 Patienten ausreichend wirkt.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird dem Medikament eine bessere Wirkung als dem alten
Medikament zugesprochen, wenn dieser Sachverhalt in Wirklichkeit gar nicht zutrifft?

Lésung
p: Erfolgswahrscheinlichkeit des neuen Medikamentes
X: Anzahl der Patienten, bei welchen das Medikament ausreichend wirkt.

Es ist (blich, die Hypothese, von der man wiinscht, dass sie verworfen wird, als Nullhypothese zu

formulieren.
Ho:  Das neue Medikament ist nur genauso gut wie das alte Medikament.
Ho . p=0,5
Hi:  Das neue Medikament ist besser als das alte.
Hi: p>0,5
Entscheidungsregel: X<30 = Hp wird angenommen
X>30 Hp wird verworfen
P(Fehler 1. Art) = Pho(Entscheidung fiir Hy)
= P(X>30), n=50, p=0,5
= 1-P(X<30)

= 1- F(50;0,5;30)

= 1-0,9405 (Tafel)

= 0,0595

= 5,95% = Signifikanzniveau a= 5,95%

Beispiel 2: k berechnen (Signifikanzniveau gegeben)
Der Hersteller aus dem vorigen Beispiel verlangt, das k so bestimmt werden soll, dass der Test ein
1%-Signifikanzniveau besitzen soll, d.h. die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das neue Medikament zu
Unrecht besser als das alte eingestuft wird, darf maximal 0,5% betragen.

Lésung
Test ist einseitig
n = 50; p=0,5; u=n-p=25; o= /n- p-(1- p) =3,54 (Laplace-Bdg erf.)

[ - 2,58 o; u + 2,58.6] = [16; 34]

Die Entscheidungsregel lautet daher:
Dem neuen Medikament wird eine bessere Wirksamkeit zugesprochen, wenn es
bei mehr als 34 der 50 Patienten wirkt.



