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Zufallsgrof3en

Ordnet man den Ergebnissen eines
Zufallsversuchs reelle Zahlen zu, so heif3t
diese Zuordnung Zufallsgrof3e oder

Zufallsvariable X.
Beispiel: Werfen von 2 Wtirfeln
zZufrallsgrofe X="Augensumme”
Mit X=k wird ein Ereignis beschrieben

In der Regel /3Bt sich (tabellarisch) eine Verteilung der
ZuftallsgroBe vornehmen.
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Aufgaben

1. In einem Gefal3 befinden sich 20 Kugeln, die von 1 bis 20
nummeriert sind. Eine Kugel wird zufallig gezogen.
Bestimmen Sie die Verteilung der ZufallsgroBe X="Anzahl
der Primteiler".

2. Max und Klaus vereinbaren ein Wurfelspiel: Zeigt der Wiirfel
von Max eine kleinere Augenzahl als der Wurfel von Klaus,
dann muss Max an Klaus 2 € zahlen und umgekehrt. Zeigen
beide Wurfel die gleiche Augenzahl, so gewinnt keiner.
Bestimmen Sie die Verteilung der ZufallsgroBe X="Gewinn
in € des Spieler Max in einer Spielrunde”.

3. In einer Urne befinden sich 5 schwarze und 7 grtine Kugeln.
Klaus zieht ohne Zuricklegen immer wieder ein Kugel, bis
er zwei gleichfarbige Kugeln gezogen hat. Y sei die Anzahl
der bis zu diesem Zeitpunkt gezogenen Kugeln. Ermitteln
Sie die Verteilung der ZufallsgroBe Y.
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Zufallsvariable — Beispiel

Folgendes Spiel wird angeboten:

Ein Spieler nennt eine der Zahlen (1,2,3,4)
und leistet 1 Euro Einsatz.

Ein mit den 4 Zahlen (1,2,3,4) beschriftetes
Tetraeder wird viermal geworfen, wobei die
unten liegende Zahl als geworfen gilt.

Fur jeden Wurf, der die genannte Zahl zeigt ,
wird ein Euro gewonnen.
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Ergebnis und Reingewinn

Jedem Ergebnis wird als Zufallsvariable der
Reingewinn zugeordnet: X="Reingewinn"

Die 1 ist Gewinnzahl:
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Zusammenfassen

Alle Ergebnisse, denen dieselbe Zufallsvariable
zugeordnet wird, werden zu einem Ereignis
zusammengefasst:

X :"Die genannte Zahl wird k-mal geworfen."
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Wahrscheinlichkeiten
Fur die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse

gllt (k:Gewinnzahl wird k-mal gezogen, usw.)
3* 81 1 108
P(X=0)= = P(X=1) = =
( ) 4* 256 ( ) 4* 256
4 4
(2}32 54 (3)3 12
( ) 4* 256 ( ) 4* 256
| |
P X=4)=—=—
( ) 4% 256
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Wahrscheinlichkeitsverteilung

Ordnet man jedem Wert k, den die
ZufallsgrofBe X annehmen kann, die jeweilige
Wahrscheinlichkeit P(X=k) zu, so erhalt man
die Wahrscheinlichkeitsverteilung der
ZufallsgroBe X.
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Wahrscheinlichkeitsverteilung

X="Reingewinn"

K -1 0 1 2 3

P(X=k) 81/256 | 108/256 | 54/256 | 12/256 | 1/256
=f(k)
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Saulendiagramm

P(X=k)

0,450
0,400
0,350
0,300
0,250
0,200
0,150
0,100
0,050
0,000
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Kumulierte Verteilung

Fragt man nach der Wahrscheinlichkeit,
dass die Zufallsvariable einen Wert in einem
Intervall [a,b] annimmt, so ist:

P(a<X<b)= 3 ¥

Intervalle werden danach unterschieden, ob
die Intervallgrenzen zum Intervall gehoren
oder nicht. Eine Ubersicht gebrauchlicher
Intervallangaben, findet sich in der
folgenden Tabelle:

10
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Intervalle

Intervall symb. Int)efrl\i:ﬁ:[ \iAr/T:ann Bezeichnung Umgangssprachliche Beschreibung
[a,b] asx<b abgeschlossen mind. a und hochstens b
[a,b] a <x<b halboffen mindestens a und kleiner b
]a, b] a<x<b halboffen grofRer a und hochstens b
la, b[ a<x<b offen grofRer a und kleiner b

nach oben :
0 >
[ a, <[ X=a unbeschrankt mindestens a
nach oben .
! x>a unbeschrankt grofser a
nach unten .
—-00 <

]-<,b] x<b unbeschrankt hochstens b

nach unten :

I-=. bl x<b unbeschrankt Kleiner b

11
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Kumulierte Verteilung

X -2 -1 0 1 2 3
P(X<x,)=F(x,) 0 |81/256 | 189/256 | 243/256 | 255/256 | 1
Aufgaben

(1) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ergibt sich ein Gewinn von
hochstens 1 Euro?

(2) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ergibt sich ein Gewinn von mehr
als O und hochstens 2 Euro?

(3) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ergibt sich ein Gewinn von mehr
als 1 Euro?

12
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Losung 1

P(X<1) = F(1)
= 243/256
~ 94,92%

13
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Losung 2

P(0<X<2)  =P(X <2)-P(X < 0)
=F(2)-F(0)
=255/256-189/256
=66/256
~ 25,78%

14
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Losung 3

P(X>1) =1-P(X <1)
=1-F(1)
=13/256
~ 5,08%

15
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Aufgabe

Sie sollen das Schulfest zum Ende GELDEINWURF |
des Jahres mit einem
Glicksspielereignis bereichern.
Der Glucksspielautomat hat
folgendes Aussehen und steht
ihnen kostenlos

zur Verfagung. Die Schulleitung

beauftragt sie, einen Einsatz pro S
H % 1M b 0
Splel 2 ::.‘.: |:: pwal gleichen Zihlen msgenommen 00
festzulegen m|t dem SiCh daS ] DAL wenn eine 0 im Zahlenfeld aschein
!

Glucksspiel finanzieren lasst und
der die potentiellen
Kunden nicht abschreckt.

GELDAUSWURF

Stop Stop

16
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Ergebnisse von 100 Spielen

Liste der 100 Ausspielungen:

97 20 67 72 08 83 22 81 50 90 15 86
88 37 56 17 35 24 32 14 04 16 33 14
00 35 55 05 84 70 50 78 13 49 57 44
02 57 26 12 81 89 97 38 88 39 32 36
/5 65 49 39 16 65 24 98 72 18 42 83
28 12 07 57 14 74 39 94 40 18 59 93
34 58 61 47 02 89 /5 33 68 66 61 62
19 36 71 44 33 54 70 25 26 02 94 25
44 11 48 55

17
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Auswertung: Definitionen

Zufallsvariable X:
"Reingewinn des Veranstalters pro Spiel”

Einsatz: a

a-5 fir e € {(0,0)}

a-2 fur e € {(i,i)[i=1,...,9}

a-1 fur e € £(0,1):(j,0)[i,j=1,...9}
Ka sonst

k

Il
A

18
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Statistik: Reingewinn

X; a-5 a-2 a-1 a
rel. H. 1/100 | 13/100 | 14/100 | 72/100

Reingewinn pro Spiel (arithmetisches Mittel)

=1/100 * (a - 5) + 13/100 * (a - 2) + 14/100 * (a - 1)
+ 72/100 * (a)

=(a+ 13a+ 14a + 72a-5- 26 - 14)/ 100
= (100a - 45)/ 100
=a-0,45

19
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Gleichverteilung

Alle Ereignisse sind gleichwahrscheinlich!

X; a-5 a-2 a-1 a
P(X=x;) 1/100 9/100 18/100 72/100
P(X<x)) 1/100 10/100 28/100 1

20
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Voraussage: Reingewinn

=1/100 * (a-5) + 9/100 * (a - 2)

+ 18/100 * (a - 1) + 72/100 * (a)
P(X=a-5) * (a-5) + P(X= a-2) * (a-2)

+ P(X=a-1)*(a-1) + P(X=a) * a
(a+9a+ 18a+ 72a-5-18-18)/ 100
(100a - 41)/ 100

a-0,41

21
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Erwartungswert

Der Erwartungswert E(X) ist der Mittelwert
der Verteilung der ZufallsgroBe X.

Man erhalt E(X), in dem man die einzelnen
Werte der Zufallsvariablen mit ihren
Wahrscheinlichkeiten gewichtet
(multipliziert) und dann addiert:

E(x)= P(X=a-5) * (a-5) + P(X= a-2) * (a-2)
+ P(X=a-1)*(a-1) + P(X=a) * a

Auf lange Sicht ist bei diesem Spiel kein Gewinn zu erwarten.
Das Spiel ist fair.

22
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Def. Erwartungswert

Die ZufallsgroBe X habe die Wertemenge
{kqi;K5;...; K }. Dann heif3t die Zahl

B(X):= =) k- P(X= k)

Erwartungswert der Zufallsvariablen X.

23
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Varianz

Die Werte k, die eine ZufallsgroBBe X bei
der Durchfihrung eines
Zufallsexperiments tatsachlich annimmt,
streuen in der Regel mehr oder weniger
um den Erwartungswert

L = E(X) der ZufallsgroBe.

24
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Varianz

Wichtig far das Streuungsverhalten einer
ZufallsgroBe X mit dem Erwartungswert y
= E(X) sind die Abweichungen

|Ky-pf, |Ka=tfy ey 1Ko-1/.

Man verwendet in der Praxis die Quadrate
(k-z _IU)Z/ (kz _IU)ZI rery (kn _lu)z'

25
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Varianz

Multipliziert man die jeweilige quadratische
Abweichung mit der Wahrscheinlichkeit ihres
Eintretens, also mit P(X = k;) und addiert
diese Produkte, so erhalt man das gesuchte
Streuungsmalfi, welches man auch als
Varianz V(X) bezeichnet.

26



—_— (M —

Varianz und Standardabweichung

Varianz:
V(X)= (ky-p)%P(X=ky) + ... + (k,-H)*P(X=k,)

Die Wurzel aus der Varianz I/(X) nennt man
Standardabweichung der ZufallsgroBe X:

o(X) =y V(X)

27
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Bernoulli-Versuch

Ein Bernoulli-Versuch ist ein
Zufallsversuch mit genau zwei
moglichen Ergebnissen A und A, die
auch als Erfolg und Misserfolg
bezeichnet werden. Die
Wahrscheinlichkeit fur einen Erfolg
sei P(A)=p; dann ist die
Wahrscheinlichkeit fur einen
Misserfolg P(A)=g=1-p.

28
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Bernoulli-Verteilung

Die Bernoulli-Verteilung ist die
Wahrscheinlichkeitsverteilung A X) einer
Zufallsvariable X, die bei Erfolg den Wert 1
und bei Misserfolg den Wert 0 annimmt.

| pfirX=1
AX) =1 pfir x =0

29
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Bernoulli-Verteilung

Eine Bernoulli-Verteilung liegt u.a. rur

fo/gende Sachverhalte vor:

Fairer Wurf einer Minze mit p=g=0,5

- Beim Wtirfeln wird nur eine "6" als Erfolg gewertet:
p=1/6, g=5/6.

- einmaliges Werfen einer praparierten Minze (Zahl
oder Wappen)

- Geschlecht einer zufallig ausgewahlten Person

- Funktionsfahigkeit einer zufallig ausgewdahlten
Energiesparlampe

30
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Binomialverteilung - Beispiel

Beim Wurfeln mit einem Wirfel werde die
Sechs als Erfolg gewertet; die
Erfolgswahrscheinlichkeit ist also p=1/6,
die Misserfolgswahrscheinlichkeit g=5/6.
Gefragt sei nun nach der
Wahrscheinlichkeit, in 7=5 Wiirfen genau
k=2 Sechsen zu werfen.

31
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Antwort

Die Wahrscheinlichkeit, erst zwei Sechsen, dann
drei Nicht-Sechsen zu werfen ist p2g3. Da es auf
die Reihenfolge aber nicht ankommt, ist diese
Wahrscheinlichkeit zu multiplizieren mit der Anzahl
der Moglichkeiten, zwei (ununterscheidbare)
Sechserwdurfe auf funf Wirfe zu verteilen. Diese
Anzahl ist durch den Binomialkoeffizienten "2 aus
5" gegeben;

die gesuchte Wahrscheinlichkeit lautet also:

5
P(X=2)= (J *1/62*5/63 = 0,1607

32
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Binomialverteilung

Verteilung einer ZufallssgroBe X, welche die
Anzahl k der Treffer in einer Bernoulli-Kette
mit der Lange n mit der
Trefferwahrscheinlichkeit p darstellt.

Die Wahrscheinlichkeit, in n Bernoulli - Versuchen genau k - mal Erfolg zu haben, lautet :

P(X = K) = @ P

33
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Kumulierte Binomialverteilung

Summe der Wahrscheinlichkeiten der
Trefferzahlen 0,1,...,k in in einer Bernoulli-
Kette der Lange n mit der
Trefferwahrscheinlichkeit p

AX < k) = F(m p; k) = Zk](’:] - p'(L-p)"’

/=0

34
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Berechnung von Bernoulli-
Wahrscheinlichkeiten

n} P -p)F

Punktwahrscheinlichkeit AX = k) = B p k) = (k

/=0

k
Linksseitige Intervallwahrscheinlichkeit  P(X < k) = F(m, p;, k) = Z(nj .p-1-p)

Re chtsseitige Intervallwahrscheinlichkeit AX > k) =1- PAX < k-1)=1- F(n;, p, k)
Intervallwahrscheinlichkeit Pla<s X<b=PX<b)-PAX<a-1)

35
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Erwartungswert

FUr den Erwartungswert eines n-stufigen
Bernoulli-Versuches mit der
Erfolgswahrscheinlichkeit p gilt:

H=E(X)=n"p

36
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Stichprobennahme

Ist das Verhaltnis

Gesamtheit

Stichprobenumiang

sehr grof3, dann ist ein naherungsweises Rechnen
mit der Binomialverteilung zulassig.

37
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Alternativtest - Beispiel

An einen Handler werden Schachteln mit
sehr vielen Schrauben geliefert. Ein Teil
davon enthalt erste Qualitat (nur 15%
sind Ausschuss). Die restlichen
Schachteln enthalten zweite Qualitat
(40% Ausschul3).

38
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Alternativtest - Beispiel

Da versehentlich alle Kisten gleich
aussehen und nicht gekennzeichnet sind,
soll durch Entnahme von Stichproben
getestet werden, welche Qualitat jeweils

vorliegt.

39
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Festlegung eines
Entscheidungsverfahrens

Einer der zu testenden Kiste werden zu
diesem Zweck 20 Schrauben entnommen.
Der Handler ist auf seinen Ruf bedacht
und mochte keinesfalls, das 2. als erste
Wahl verkauft wird. Deshalb legt er fest:

"Sind hochstens drei Schrauben Ausschuss, wird
die Kiste als erste Wahl eingestuft, andernralls
als 2. Wahl."

40
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Fehler

Bei diesem Verfahren sind Fehler nicht
ausgeschlossen:

Der Handler mochte wissen, wie grof3 die
Wahrscheinlichkeit bei diesem Verfahren
ist, eine Kiste 2. Wahl als erste Wahl
einzustufen

41
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(1) Hypothesen

Unsere Hypothese fur jede zu prifende
Kiste H,:Die Kiste ist 2. Wahl (p=0,4)

Alternativ gilt dann H;: Die Kiste ist
1.Wahl (p=0,15)

42
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(2)Prufgrofe festlegen

PrafgroBe X:

"Anzahl der ausschussigen Schrauben in
der Stichprobe"

In einer Stichprobe von n = 20 Schrauben
sind im Mittel 8 ausschissige zu

erwarten, aber es koénnen zufallsbedingt
auch nur 3 oder weniger sein.

43
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Losung Fehler

P(X < 3) = F(20:0,4:3) ~ 0,01596 ~ 1,6%

Eine Kiste zweiter Wahl wird also nur
selten, namlich in 1,6% der Falle fur 1.
Wahl gehalten.

44
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Weiterer Fehler

Eine Kiste 1.Wahl kann irrtumlich als 2. Wahl
eingestuft werden. Dies erfolgt, wenn die Anzahl
ausschussiger Schrauben mehr als 3 betragt:
P(X>3) fur p=0,15 bein = 20
PX>3)=1-P(X<3)

=1- F(20;0,15;3)
~ 0,35227
~ 35,2%

Dieser Fehler wird also recht haufig auftreten.
Das Verfahren ist brauchbar, wenn dem Handler
sein Ruf mehr Wert ist, als der Verlust beim

Verkauf 1. Wahl zum Preis von 2.
45
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Fehler

Die Die
Irrtumswahrscheinlichkeit Irrtumswahrscheinlichkeit
1. Art (Fehler 1. Art) ist 2. Art (Fehler 2. Art) ist

P(a)=Py,(Entscheidung fiir H,) P(3) =P (Entscheidung fiir Ho)
= P(X < 3) = PA(X > 3)
= F(20;0,4; 3) =1-AX<3)
~(0,01596 =1- F(20;0,15;3)
~ 1,6% ~ 0,35227

~ 35,2%

46
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Beurteilung

Wenn man vor allem daran interessiert ist, die
schlechtere Qualitat nicht irrtimlich far besser
zu halten, ist der Test brauchbar. Andernfalls
muss der Annahmebereich geandert werden.

(Stichprobenumfang, kritischer Wert K)

47
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Fehler

Da die Stichprobenergebnisse zufallsbedingt
sind, kann es zu Fehlentscheidungen
kommen:

Ein Fehler 1.Art liegt vor, wenn eine richtige
Hypothese abgelehnt wird,

ein Fehler 2.Art liegt vor, wenn eine falsche
Hypothese angenommen wird.

48
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Ubersicht

49
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Grundbegriffe 1

Statistische Gesamtheit

Menge der Schrauben in der Kiste
Hypothesen

H,.:Die Kiste ist 2. Wahl oder H,.p=0,4

H,:Die Kiste ist 1. Wahl oder H,:p=0,15

p= Anteil ausschiissiger Schrauben in der Kiste

Stichprobe
Der Kiste wird eine Zufallsstichprobe vom Umfang n=20 entnommen
Prafgrof3e

Durch das Stichprobenergebnis wird der Wert einer Zufallsvariablen
X festgelegt (X = Anzahl ausschiissiger Schrauben)

50
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Grundbegriffe 2

Entscheidungsregel
Mit Hilfe der PriifgroBe wird die Entscheidungsregel formuliert:

Ubersteigt der Wert der PriifgréBe die kritische Zahl K in der
Stichprobe nicht, so wird diejenige Hypothese angenommen, die
niedrigeren Werten der PriifgrofBe entspricht.

Entscheidungsregel (Beispiel)
kritische Zah!l K: 3 X<=K:Entscheidung fdr H, (Kiste ist 1. Wahl)
X >K:Entscheidung fir H, (Kiste ist 2. Wah/)

Wahl der kritischen Zahl K

K wird vor Entnahme der Stichprobe unter subjektiven
Gesichtspunkten festgelegt

K klein: geringes Risiko, das 2. Wah! als 1. Wahl eingestuft wird
K groBB: geringes Risiko, das 1.Wah! als 2. Wahl eingestuft wird

51
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Grundbegriffe 3

Annahmebereich — Verwerfungsbereich

K unterteilt die Wertemenge der Priifgréo3e X in zwei Bereiche:
Verwerfungsbereich von H, :

X€{0,1,23}
Annahmebereich von H,:

Annahmebereich von H, .

X € {4,5,.,20}
Verwerfungsbereich von H,:

52
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