M13  Untersuchungen von Funktionenscharen  21.03.2008

Beispiel: Untersuchen Sie die Funktionenschar fi(x)=x-€"* (xeR, k<0) auf
(1) Nullstellen,
(2) Extrem- und Wendepunkte,
(3) Auf welcher Kurve liegen die Extrem- bzw. Wendepunkte der Schar? Geben Sie die ent-
sprechenden Gleichungen an!

Losungen

Nullstellen
Da e = 0 fir alle x € D, haben alle Graphen nur die Nullstelle x, = 0.

Ableitungen

f(x)=x-e
u=x u'=1
f'(x)=1 €% x-ke =ekx(1+kX) v= e (Kettenregel) v'=k e
u=e" u'=ke"
’(x)=ke"™ (1+kx)+e"k  =ke"*(2+kx) v=1+kx v'=k
u=ke" u'=k’e"
7 (x)=k%e""(2+kx)+ke"* -k =k%e"*(3+kx) v=2+kx v'=k

Extremstellen
f'(xe)= 0 genau dann, wenn 1 + kxg=0 ist. Als einzige Losung ergibt sich xg = - 1/k .
°(-1/k) = ke* " (2+k-(-1/k)) = k/e < 0, da k kleiner Null ist. Es handelt sich also um eine Maximumstelle; loka-
les Maximum bei E(_—1 / _—1)
ek

Wendepunkte
f’(xw) = 0 genau dann, wenn 2 + kx = 0 ist. Als einzige Lésung ergibt sich xy = -2/k.
7(-2/k) = K’e“?*(3+k-(-2/k)) = k’e?(3-2) # 0. Es handelt sich um eine Wendestelle;

Wendepunkt bei W(_—kzl =2 )

Ortskurven

Je nach Wahl des Wertes fur den Parameter liegen somit auch die charakteristischen Punkte (wie z. B. Ma-
xima, Wendepunkte, ...) an unterschiedlichen Stellen. Die Menge aller dieser Stellen bildet meist eine Kurve;
sie heil’t Ortskurve oder geometrischer Ort.

Um sie zu bestimmen, berechnet man zuerst die Koordinaten der gesuchten Punkte. Anschlielend eliminiert
man aus den Gleichungen fir x- und y-Koordinate den Parameter, indem man eine Gleichung nach dem
Parameter auflést und in die andere einsetzt:

-1 -1 . -1, -1

Gleichung fiir den Ext kt mit x=— undy=——,dennesistE(— / —

leichung fiir den Extrempun p y=—r ( p ek)

1. Gleichung fir x auflésen nach k:  xg = -1/k < k= -1/xE.

2. Einsetzen in Gleichung fir y : y= _IA =x/e.

3. Alle Maxima liegen auf einer Geraden mit der Gleichung y = x/e.

Gleichung fiir die Wendestelle mitx=—2 und y= =2 , denn es ist W(_—z/ =2 )
k ek k €k

1. Gleichung fir x auflésen nach k:  xg = -2/k < k=-2/xE.

2. Einsetzen in die Gleichung fury: y = = x/e’.

-2
e -2

X

3. Alle Wendepunkte liegen auf einer Geraden mit der Gleichung y = x/e®
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Aufgabe 1Kurvenscharen
Gegeben ist die Funktionenschar f, mit fo(x) = ax* —x®> mita > 0.

a) Berechne die Schnittpunkte der Graphen von f, mit den Koordinatenachsen!
b) Bestimme die ersten drei Ableitungen.
c) Ermittle die Koordinaten der Extrem- und Wendepunkte!
d) Untersuche, ob es ein a, > 0 gibt, so dass die zugehdrige Wendetangente durch den Ur-
sprung des Koordinatensystems geht!
e) Bestimme die Gleichung der Ortskurve der Wendepunkte der Schar!
f) Zeichnef, fira=1, 2, 4 in ein gemeinsames Koordinatensystem.
Lésungen
a) Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen
Schnittpunkt mit der x-Achse: Nullstelle f(x) = 0 S x=avx=0
Schnittpunkt mit der y-Achse: Bestimme f(0) = 0, d.h. Schnittpunkt mit der y-Achse ist der
Ursprung
b) Die ersten drei Ableitungen
f(x) = 2-ax - 3x°
f'(x) = 2-a-6x
f"'(x) = -6
c) Extrempunkte f'(x) = 0
2
fx)=0< x=§avx=0
. o . 2 2 4,
Einsetzen in die zweite Ableitung: f”(g a)=-2a<0=> HP(E al 2—7 a’)
f’(0)=2a>0= TP(0/0)
d) Wendepunkte fir f’(x)= 0
1 1 2
f'(x)=0ex=—a;daf’(x)=0 = WP(—a/ —a’)
3 3 27
e) Gleichung der Wendetangente
1 1 1
Die Steigungistm=f(—a)= —a’;yr=mx+b=—a’x+b
3 3 3
. o L1 N 2 5
Der Wendepunkt ist natirlich ein Punkt der Geraden (fiir x g aund fury 2—7 a” einsetzen):
2 1 1
—a’=—-a - —a+besb=-—2a’
27 3 3 27
i 1, 1
Gleichung der Wendetangente: yr = g a“ x- 2—7 a’;
nun ist zu klaren: Fir welches a ist P(0/0) ein Punkt der Geraden:
1
0=0- 2—7 a’<a=0,d.h. es gibt kein a > 0, welches die Bedingung erfiillt.
f)  Ortskurve der Wendepunkte
1
1. Im Wendepunkt gilt x = g a; nach a auflésen a = 3x
. .. . 2 3 2 3 3
2. Einsetzenfirain y= —a Yw = — (3x)” = 2x
2 27
g) Wertetabellen |x -1 0 0,5 1 1,5 2 3 4 4,5
x*x° 20|00 01]00]-11]-40
2x°x° 3000|0410 11]00]-90
4x°-x° 50| 00]09|30)|56]|80]90]00] -101
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Aufgabe 2 Kurvenscharen
Diskutiere wie in Aufgabe 1
a) f, mit f=(e*-2k)* fir k € R
b) Zeichne ffirk =-1,0, 1.
c) Bestimme die Gleichung der Ortskurve der Wendepunkte.

Lésungen
a) Berechne die Schnittpunkte der Graphen von f, mit den Koordinatenachsen!
Nullstellen f(x)=0: 0 = (e*-2k)’ < € = 2k < x = In(2k); f(In2k) = 0, denn &"**= 2k, N(In(2k) / 0)
fir k<0 gibt es keine Nullstelle, fir k > 0 berihrt der Graph die x-Achse.
Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) = (1-2k)* = S,(0 / (1-2k)?)

i. Bestimme die ersten drei Ableitungen.
f'(x) = 2™ -4ke*
f7(x) = 4 €~ 4ke”
f 7 (x) = 8™ — 4ke*

ii. Ermittle die Koordinaten der Extrem- und Wendepunkte!
f(x)=0 Fallunterscheidung furk <0, k=0und k>0
0 = 2e* -4ke* < x = In(2k) , nur eine Lésung fiir k>0, sonst keine Lésung!
Einsetzen in die Funktionsgleichung ergibt f(In(2k))= 0 = E(In(2k) / 0)
”(In(2k) = 8k ist immer groRer als Null, also ein lokales Minimum T(In(2k) / 0) fiir k > 0
f’(x)=0
0 = 4 e~ 4ke* < x=In(k)
Einsetzen in die Funktionsgleichung ergibt f(In(k)) = K> = W(In(k) / k2)
7(In(k)) = 24k> = fiir alle k > 0 existiert ein Wendepunkt

iii. Untersuche, ob es ein k, > 0 gibt, so dass die zugehdérige Wendetangente durch den Ur-
sprung des Koordinatensystems geht!
Wendetangentengleichung y+= mx + b;

Ableitung an der §tel|e k erqgibt die Steigung
m=f(In(k)) = (26*"" -4ke"¥) = 2 (") -4k k = -2k

—yr=-2k>-x+b
Der Wendepunkt liegt auf der Tangente, damit I&sst sich jetzt b bestimmen(Einsetzen fir x
und y): k*=-2k*-In(k) + b
= b=k*+2k%In(k) = yr =-2k? x +2k%n(k) + k?
Fir P(0/0) gilt 0 = 2k3n(k) + k% = k*(2:In(k) + 1) < k=0v k= e®®
Fiir k = 0 oder k=e ™ geht die Wendetangente durch den Ursprung.

b) Zeichnung selbst anfertigen

c) Gleichung der Ortskurve der Wendepunkte
a. x=In(k) auflosen nach k : x = In(k) < k=¢"
b. einsetzenfirkiny = K= y=e2x

Zur Verdeutlichung siehe aufgabe2.html

Aufgaben zur Kugel sind zur Gentige vorhanden:

(1) Gleichung der Kugel aufstellen kénnen

2) Schnitt Gerade — Kugel

) Gleichungen der Tangentialebenen bestimmen kénnen
)

)

Winkel zwischen Ebenen bestimmen kdnnen

(

(3
4
(5) usw
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