Unbestimmtes Integral 18.02.2007 /p

Eine Funktion [{x| heift Stammfunktion einer reellen Funktion f{z],
wenn an jeder Stelle von Dy gilt:

Fiz)= f(z).

Das Aufsuchen einer Stammfunktion von f(z) heillt unbestimmtes Inte-
grieren und kann als Umkehroperation zum Differenzieren gedeutet wer-
den.

e : ! P 4w .
differenzieren | fi{z)=z" T integrieren
S
fliz) =27
flz) ... Stammfunktion (die Stammfunktion wird oft mit einem GroBbuchsta-

ben gekennzeichnet: F'{z) = f(z).)

Schreibweise: .
/ 27 dx = z*

Problem: Differenziare:

Z
Y =
2
4y =g==1
* g w pEy=2g
y =x°+5
o .
if r-+C

Eine Ableitung kann mehrere (nur von einer Konstanten ¢ unterschiedliche)
Stammfunknonen haben.

Allgemein:
Integral )
=", Integrand Integrationsvariable
/ flx) dx = Fiz]+ {7
L - Integrationskonstante (C2R )

i g
mhestimmtes ntegral
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Integrationsregeln

] ™

Umkehrung der Potenzregel: (2" = n-2™"

-,-ul-_l

tdx= — 7 (neQ.n#-1)
./? R neln#

1 P

Konstanter Faktor: (b -z} =§

Summenregel: (f(z) £glz)) = f'{z) £ ¢'(z)

/ flz) £ glz) de = / flz) dx + / glx) dx

Trigonometrische Funktionen: Sinus und Kosinus

{sin(z})' = coszx
/ cosrdx =sing + C

(cos(z)) = —sinzx

/ sngdk ==cmzg+C

Unbestimmte Integrale iiber Umkehrung der Differentiation ermitteln

(1) Funktionsterm so umformen, dass die
Summen-, Faktor- bzw. Potenzregel

angewendet werden kann )
Pl c Faktorregel J k- fix)dx= kj fix) dx

ke
Potenzregel jx“ dx=—x""+C (qz-1)
q+1
(2) Integrationsregeln anwenden:

Grundintegrale beachten:
Integrationskonstante C anfligen

jﬂmdx= F(x)+C

(3) Probe durch Differentiation durchfithren F(x)=fi(x)

Summenregel j [f(x) + g(x)] dx = j fix) dx + J. 2(x) dx
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Berechne die unbestimmten Integrale

2
X X

J. x dx, J.édx, 1616 dx, .[7;:; , I(3X—4Si1’l X+ 3cos x)dx, J.Xz _l, J.[X—dex

—dx=—=q4
i il
il,l_‘l_ = ; 1_E'|j —
j & .]ﬁ :
5 1
A 1 =
6 =h)
1 .
_Fj.r’J_L
WE (7
= | —-g5dx=
f - .]3 =
:'_.;_(;:
3 3
=I_i rE L [ =
.’_.’_:T
=z VB +C
3 Y

/ (Gr—d4dsing +3coar) dx =

)

“t+deosp +3sing + O
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Ist f(x)eine auf a: b beschrinkte reelle Funktion und F'{x) auf
;b Stammfunktion von f(x), so wird dem Symbol _||"'£5 filx)dx
der Zahlenwert [(h) — F'(a) zugeordnet:

] flx)dx= F(h) = F{a)

Hauptsatz der Differential und Integralrechnung

Man liest Jﬁ fiz) dx als ,,Integral von [ von x dx zwischen (den Grenzen) a
und b |
Man schreibt als Zwischenergebnis fiir (b} — f7(a) auch F{z) I: oder [ F(z)],.
Bel bestimmten Integralen wird wegen

F(b)+Cl = [Fla)+C = F(b) = Fla)

die Stammfunkiion [ ohne Integrationskonstante (" angeschrieben.

Bestimmte Integrale mittels Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ermitteln

(1)

Eine Stammfunktion F(x) des Integranden f(x) J AR =TF8)

ermitteln

Werte der Stammfunktion F(x) an der oberen und F(b) und F(a)
unteren Grenze des bestimmten Integrals ermitteln

Differenz bilden F(b) — F(a)

h

Differenz als Wert des bestimmten Integrals :
- ) fen e i fix) dx =[F(x)]° = F(b) — Fa)

interpretieren
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Bestimmtes Integral — Ubungen

Welcher Unterschied besteht zwischen den Integralen I; ax’ dx und I; ax’da?

i ] -:"'3 ]
I/:I |'.|.:"'_|j..'{:I'!'E.::”'E—[j:r:;
1:-2

g2 . L = {—/11;/T3}

<

5
=
[
ik

Ermittle die Losungsmenge der Gleichung r (V/ -2y+3) dy= % !

.'iﬂ_.-}l_a":d.z_'"
j i Y J d¥ 3
2 ., -2 -

%— o+ 3y ) =3

{8 i N T
—=d4 1] = — == 1 37 —_
\ / (3 ) =3
..*.‘3 . 7

— 1'-'_3“1 -

3 3

erste L dsung erraten: x; = 1
Polynomdivision:

22 4+7=0

— m—

Iin= 1= ‘\_J. —T=1=+ "»_b

il

h

= keine welteren Ldsungen

[
I
i
i
e
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Weitere Ubungen mit Lésungen

(1)

(2)

(3)

4)

)

3
| (5% —3x + 7)dx [gx ~2x +7x} =[§-27-3-9+21]-[§-3+7]
1

F(x) s F(3) F(1)

=45-Z +21-3+2-7

2
|( x* +1x? 2x+1)dx=[%x5+%x3—x2+xﬁ= £+§-4+2]-[0]
0

_ 8, 8_ o _ 72+40-90 _ 22
=g+g—2 45 45

3
!( 3%+ 3x% + x =7 ) dx [§x4+x3+%x2—?xr=

[£+27+$-21]-[4+1+21-7] Zuerst Bruche mit gleichen Nennern addieren:
=8+2+6+6=10+4+12=26

[(x2+1)d =i(x + 2 +1)dx = $x° +3x° +x] =

-1

= [5 +2+1]-[-1-3-1] Klammert manaus der 2. Klammer (-1) aus, ist sie identisch

gleich zur ersten Klammer, also kommt diese doppelt vor:
3+10+15 — 9 . 28 — 56
=2(4+3+1)=2-21015-2.28 = %¢
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Bestimmtes Integral - Flichenberechnungen

Berechne die Fliche A zwischen der Funktion f(x) = x>-3x + 2, der x-Achse und den Ordinaten in
den Punkten x;= 0 und x,=3.

1. Nullstellen berechnen
0=x>-3x+2

2. Flachen berechnen 1 2 3

A= jol f(X)dx‘ + f f(X)dx‘ + E f(X)dx‘

- .E(Xz —3x+ Z)dx‘ + J;z(xz —3x+ Z)dx‘ +

Jj (X2 -3x+ 2)dx‘

3 2 1 3 2 3 2 3
= i—3i+2 + i—3i+2x + i—3i+2x
| 3 0 3 2 1 2 2
_ 2 3
_ __§+2}+ (§_£+4j_(1_§ j 27_27 s1_(8_12 ,
13 2 2 3 2 X 2 3 2 5
5 1{ 5
== +|-—{+=
6 6] 6
_n
6

Dokument5

117



